B Aufgabenlosungen zu Kapitel 2

B.1  Losung der Ubungsaufgabe 2.1

Bild B.1a zeigt die parallel verlaufenden Hin- und Riickleiter, die jeweils von einem (Gleich-)
Strom von I,=10 mA durchflossen werden und im Abstand d = 1 cm voneinander entfernt
verlaufen.

(a) Za (b)

_ A

d=1lcm

Bild B.1 (a) Parallele Leiter in y-Richtung; (b) Einzelleiter in z-Richtung

Voriiberlegungen zum magnetisches Feld eines einzelnen Linienleiters

Zunichst wollen wir das magnetische Feld eines einzelnen Linienleiters berechnen. Als Ori-
entierung des Leiters wihlen wir - abweichend von der Aufgabenstellung (!) - die z-
Richtung, damit wir das Zylinderkoordinatensystem vorteilhaft verwenden kénnen.

Die Berechnung fithren wir mit Hilfe des Durchflutungsgesetzes in Gleichung (B.1) durch,
wobei aufgrund des Gleichstromes zeitabhiangige Terme verschwinden (6/0t—0).

fﬁ)ﬁ'dg:fAf 7+% dA (B.1)
o

C(A

Unsere anschauliche Erwartungshaltung aus Abschnitt 2.1.2.2 (Rechte-Hand-Regel) fiir das
magnetische Feld ist in Bild B.1b und B.2a eingezeichnet: Wir erwarten ein in ¢-Richtung
umlaufendes magnetisches Feld, welches auf Kreisen um die z-Achse einen konstanten Wert
aufweist. Andere Feld-Komponenten werden aufgrund der Symmetrie nicht erwartet. Als
Flache fir die Integration wihlen wir daher einen Kreis mit dem Mittelpunkt auf der z-Achse
(Bild B.2b).

Auf der linken Seite in Gleichung (B.1) werten wir ein Linienintegral iiber den Rand C(A)
der Kreisfliche A in @-Richtung (fir ¢ von Null bis 2nt) aus. Zunichst fillt auf, dass das
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magnetische Feld in Richtung des Wegelementes in Zylinderkoordinaten ds,=R d¢ zeigt
(siehe Anhang A). Bei parallelem Verlauf der Vektoren wird aus dem Skalarprodukt das
Produkt der Betrige der Vektoren.
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Bild B.2 Zur Berechnung des magnetischen Feldes eines in z-Richtung orientierten Linienlei-
ters

Da das magnetische Feld H langs des Integrationsweges konstant ist, kann H aus dem Integ-
ral herausgezogen werden und wir erhalten

2n 2n
Eﬁﬁ'rﬁ:wads(p:fH(dega:ZnRHw ) (B.2)
C(A) 0

0

Auf der rechten Seite von Gleichung (B.1) wird die Stromdichte J iiber die Fliache A integ-
riert. Anschaulich ist sofort klar, dass dies den Strom I durch den Innenleiter ergibt.

f J-dA=1 (B.3)
A

Fithren wir Gleichung (B.2) und (B.3) zusammen, so erhalten wir fiir das magnetische Feld
zwischen den Leitern:

T

I _
H =——| bzw.

=—2e_ | B.4
?  2mR 2nR ? (B-4)

a) Magnetisches Feld zweier Linienleiter in einer Querschnittsebene

Bei der vorgegebenen Aufgabe handelt es sich nun um zwei Linienleiter, die jeweils um +d/2
bzw. -d/2 verschoben sind. Das Magnetfeld in einer Querschnittsebene erhalten wir gra-
phisch durch Superposition (anschaulich in Bild B.3 dargestellt). Wir miissen beachten, dass
die Leiter hier in y-Richtung orientiert sind.
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T

v

Bild B.3 Verteilung des magnetischen Feldes in einer Querschnittsebene (xz-Ebene)

b) Magnetisches Feld zweier Linienleiter auf der x-Achse

Auf der x-Achse konnen wir das magnetische Feld H,(x) des linken (blauen) Leiters mit
Gleichung (B.4) berechnen. Wir miissen dazu die Stromflussrichtung und die Verschiebung
um d/2 in negativer Koordinatenrichtung berticksichtigen. Lings der x-Achse besitzt das
Feld nur eine z-Komponente.

— I -

— B.5
Y o (x+di2) (B3

Das magnetische Feld H,(x) des rechten (roten) Leiters lautet auf der x-Achse unter Bertick-
sichtigung der Stromflussrichtung dann

-1

2n(x—d/2)éz ' (B.6)

Hz(x):

Das Gesamtfeld auf der x-Achse gewinnt man durch Superposition der beiden Feldanteile:

) B _ I —1 N
H(x)=H Hy(x)= *
(x)=H,(x)+ H,(x) 2n(x+d2) 2m(x—d2)|
(B.7)
s x—di2—(x+d/2)|. 1] d ]*
| e—(dn) | w4

Der Verlauf der z-Komponente ist in Bild B.4 dargestellt.
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Bild B.4 Verlauf der z-Komponente des magnetischen Feldes auf der x-Achse

B.2 Losungder Ubungsaufgabe 2.2

Fiir eine luftgefiillte Leitung gilt £ =1 und g = 1. Im Innen- und Auflenleiter flief3t der glei-
che Gleichstrom I, jedoch in entgegengesetzter Richtung. Wir nehmen an, dass der Strom im
Innenleiter in positive z-Richtung fliefle und den Wert I = 1 A besitze (Bild B.5).

kg
. ~J,
Bild B.5 Koaxiale Leitung

a) Berechnung des magnetischen Feldes mit Hilfe des Durchflutungsgesetzes

Das Durchflutungsgesetz lautet:

o

Zur Berechnung orientieren wir uns an der Geometrie in Bild B.6. Unsere anschauliche Er-
wartungshaltung fiir das magnetische Feld ist in Bild B.6a eingezeichnet: Wir erwarten ein in
@-Richtung umlaufendes magnetisches Feld, welches auf Kreisen um die z-Achse einen kon-
stanten Wert aufweist. Andere Komponenten kénnen aufgrund der Symmetrie nicht auftau-

7+88—l: dA . (B.8)
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chen. Als Fliche fiir die Integration wihlen wir daher einen Kreis mit dem Mittelpunkt auf
der z-Achse.

Integrationsflache

Randkurve

Bild B.6 Zur Berechnung des magnetischen Feldes einer in z-Richtung orientierten Koaxiallei-
tung

Wir wollen bei der Berechnung vier Bereiche unterscheiden:

Im Inneren des Innenleiters (R<R))

Im Luftraum zwischen Innen- und Auflenleiter (R, <R <R,)
Im Inneren des Auflenleiters (R, <R<R)

Jenseits des Auflenleiters (R >R,)

Ll e

Fiir die weitere Berechnung wird noch die Stromdichte J, im Innenleiter und die Stromdichte
J, im Auf3enleiter benotigt. Die Stromdichten ergeben sich einfach als Quotient der Strom-
starke und der Fliche, auf der sich der Strom gleichmifig verteilt.

I
]I:T[Rz (B9)
1
jjp— (B.10)
A= "7 5 5\ .
n(R3 Ry

al) Berechnung des Feldes im Innenleiter (R<R)

Das Durchflutungsgesetz lautet fiir den Gleichstromfall (0/9¢=0)
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Eﬁﬁl-d;:ff 7+68—D dA . (B.11)
C(A) A ':%

Es flief3t nur ein Teil des Stromes des Innenleiters durch die kreisfrmige Integrationsfld-
che A. Mit df =2, und J = J ¢, = const. folgt

H,2nR=7R"], . (B.12)

Das magnetische Feld lautet also:

_NR__IR
72 2R}

H fir R<R,. (B.13)

a2) Luftraum zwischen Innen- und AuBlenleiter (R, <R<R,)

Es flief3t nun der Gesamtstrom I des Innenleiters durch die kreisformige Integrationsfldche
A. Aus dem Durchflutungsgesetz folgt:

H,2nR=1. (B.14)

Das magnetische Feld lautet also:

Ho— L IR

fir R <R<R,. B.15
? 2rR 2R ! A (B.15)

a3) Im Inneren des AuBBenleiters (R,<R<R)

Der Strom durch die kreisformige Integrationsfliche A setzt sich aus dem Gesamtstrom I des
Innenleiters und einem Anteil des Riickstromes im Auflenleiter zusammen. Aus dem Durch-
flutungsgesetz folgt:

2m R
H,2mR=1— f f jo-dA.  mit  dA,=RdedRg,

0 R,

R R
:1—]A2nfRdR=1—]A2n 1p (B.16)
RA 2 R/\
Lo 1.5 I 2 2
=1—J,2n|—R*—=R; |=[—————|nR* —7R
AT nRg—nRi[ 3
Hieraus erhalten wir fiir das magnetische Feld
I R*—R; I [R;—R?
H,= (1— —A = (g >|| fir R,<R<R, (B.17)
2R RI-R%) 2mR{RZ-R:
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a4) Jenseits des AuBlenleiters (R>R,)

Der Strom durch die kreisférmige Integrationsfliche A setzt sich nun zusammen aus dem
Gesamtstrom im Hin- und Ruckleiter, ist also insgesamt Null. Das Durchflutungsgesetz
liefert somit:

H,2mR=0 , (B.18)
woraus sich ergibt

fir R>R,. (B.19)

Figt man die Losungen fur die vier Bereiche zusammen, so ergibt sich in Abhéngigkeit der
radialen Variable R der in Bild B.7 gezeigte Verlauf fir die p-Komponente des magnetisches
Feldes.

%/ m 8“

»
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Bild B.7 Magnetische Feldstarke H,, als Funktion des Abstandes R von der z-Achse

b) Berechnung der Induktivitit eines Leitungsstiickes der Lange /

Die Induktivitit L kénnen wir nach unseren Uberlegungen aus Abschnitt 2.1.2.3 mit Hilfe
der magnetischen Feldenergie ermitteln.

Wm=fff§1§-ﬁdv=%m mit  B=uH (B.20)
\%

Das Integral ist iiber den gesamten felderfiillten Raumbereich zu erstrecken. In Aufgabenteil
a) haben wir vier Raumbereiche unterschieden, wobei der letzte Raumbereich (auferhalb
der Koaxialleitung) feldfrei ist.

b1) Auswertung des Integrals im Bereich des Innenleiters

In Zylinderkoordinaten erhalten wir bei Integration iiber den felderfiillten Raum:
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R 2m ¢ 2 ¢ 2 R
1 IR 1 I’ 5
wm:ff L dzd(deR:—yO—zfdzfdgpr RAR.  (B21)
’ 2 ZT[RI — 2 (27‘[) RI4
0 0 0 dv 0 0 0
l 2n 1 4R| 1,
e

Die magnetische Feldenergie wird somit:

wo =Ll e (B.22)
T

Hiermit ergibt sich Innere Induktivitit des Innenleiters

L :gl—of (Induktivititsbeitrag Innenleiter). (B.23)
T

b2) Auswertung des Integrals im Luftraum zwischen Innen- und AuB3enleiter

In Zylinderkoordinaten erhalten wir bei Integration tiber den felderfiillten Raum:

Ry 27 ¢ 1
v=f [ [
2#0

R 0 0

1Y O
—] dzd(deRz—ﬂo—zfdzfd(p f—ZRdR . (B.24)
2nR ) ——— 2 (27‘[) R
dv 0 0 R,
1 m T
lnR‘ﬁA :1n[£]
1 RI

Die magnetische Feldenergie wird somit:

1 I
W, =—p{—In
m > Hoy o

Ry
RI

1
ZELLUﬁI2 : (B.25)

Hiermit ergibt sich der Induktivititsbeitrag des Luftraumes zwischen Innen- und Auf3enlei-
ter zu

Ry

Li :‘;l—;if In (Induktivititsbeitrag Luftraum). (B.26)

I

b3) Auswertung des Integrals im Inneren des AuBBenleiters

In Zylinderkoordinaten erhalten wir bei Integration tiber den felderfiillten Raum:
Ry 2m ¢
1
Wina = E,Uo
Ry 0 0

Das Integral ist nun etwas aufwandiger auszuwerten.

R —R’
Ry —R}

2
— dzdRdR . (B.27)
2nR —
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R,
1 1*2m/ N
wo =L, 12 1R ek R RdR (B.28)
m,A 2 0 2 ) ) 2 Rz 0
(27) (RO—RA) 2
SR 2R3 LR R
RyInR[,} Roz o

Hiermit ergibt sich - nach kurzer Zwischenrechnung - der Induktivititsbeitrag des Auflen-
leiterbereiches

/Ry R —3R;
Fool_ o &]—FM (Induktivititsbeitrag Auflenleiter).  (B.29)

R (Rg—Rf\)z IH[RA 4R}~ RY)

Gesamtinduktivitat

Die Gesamtinduktivitét L , ergibt sich aus der Summe der Einzelanteile:

_ M1 [&

Ry Ry —3R;
Lyes =Ly + Lyyg + Lo = Z‘Hﬂ . &]‘FM . (B.30)

R, ]+ (3R} IH[RA 4(R} —R})

c) Berechnung der Induktivitat im Hochfrequenzfall

Im Hochfrequenzfall flief3t aufgrund des Skineffektes der Strom auf der Auflenseite des In-
nenleiters und auf der Innenseite des Aufenleiters. Innen- und AufSenleiter sind nahezu
feldfrei, die Induktivititsbeitridge von Innen- und Auflenleiter verschwinden. Im Hochfre-
quenzfall gilt daher fur die Induktivitt:

LHF = LLuft < Lgcs . (B31)

B.3 Losung der Ubungsaufgabe 2.3
a) Amplitude des Vektors der elektrische Feldstéirke

Fiir den Feldwellenwiderstand im Medium gilt

Zp=—2, (B.32)

Die Amplitude des Vektors der elektrischen Feldstdrke berechnen wir daher zu

E, = Z,Hy =1200- . (B.33)
m
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b) Berechnung der dielektrischen Dielektrizitatszahl

Fiir den Feldwellenwiderstand im dielektrischen Medium gilt

_Zr
=

Daraus berechnen wir fiir die relative Dielektrizititszahl
N 2
g =| 20| =
Zy

c) Berechnung der Wellenzahl

Z (B.34)

377Q2

2
=1,5792. (B.35)
300Q

Fiir die Wellenzahl gilt

_2n

k ik (B.36)

Mit der Lichtgeschwindigkeit

c=Af=—L (B.37)

Je

erhalten wir

2 1
k="Zf e =1,316—. (B.38)
C() m

d) Berechnung der Ausbreitungsgeschwindigkeit

Fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit erfolgt direkt

=0 2387108 (B.39)

NES s

B.4 Losung der Ubungsaufgabe 2.4

a) Berechnung des Feldes im Innern der Spule

Das Durchflutungsgesetz fiir den zeitunabhangigen Fall lautet

Eﬁﬁ-d;:ff 7+68—D dA . (B.40)
C(A) A ':%
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Es soll von folgender Vereinfachung ausgegangen werden:

* Das Feld H, innerhalb der Spule sei konstant.
* DasFeld H, auflerhalb der Spule verschwinde (H, = 0).

Legt man die Hand um den gewickelten, stromdurchflossenen Leiter, so gelangt man zu der
Vorstellung, dass das magnetische Feld H, innerhalb der Spule in axialer Richtung verlauft
(Bild B.8).

Bild B.8 Verlauf des magnetischen Feldes in einer langgestreckter Zylinderspule

Wenn wir mit Hilfe des Durchflutungsgesetzes das magnetische Feld berechnen wollen,
miissen wir einen Integrationsweg C(A) finden, auf dem das magnetische Feld konstant —
und moglichst in Wegrichtung orientiert — ist. Wir wahlen den in Bild B.8 eingezeichneten
Weg C(A). Mit dem Weg ist sogleich auch die schraffierte Flache A festgelegt. Umlaufsinn
des Integrationsweges C(A) und Flichennormale dA sind iiber die Rechte-Hand-Regel
miteinander verkniipft.

Unter der Annahme eines konstanten Feldes liefert die linke Seite des Durchflutungsgesetzes
daher:

9§ H-ds=H,/ . (B.41)

Die schraffierte Fliche A wird n-mal vom Strom durchflossen (einmal je Windung). Die
rechte Seite des Durchflutungsgesetzes wird somit:

f FodA—nI. (B.42)
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Fiir das magnetische Feld im Innern der Spule erhalten wir:

= (B.43)

b) Berechnung der magnetischen Feldenergie

Bei Kenntnis des magnetischen Feldes kénnen wir die magnetische Feldenergie bestimmen.

Wm:ffféﬁﬁdv mit B=uH (B.44)
\%4

Das Integral ist iiber den gesamten felderfiillten Raumbereich - also das Innere der Spule -
zu erstrecken. Wir erhalten:

2
1 1 D
Wm:fff— Hdv=—u,H}n|=| ¢
Z,Uo 2#0 5
v —_—

1 nzlanz_l nzlanz
2:”() 22 2

(B.45)

—
Querschnitts-
flache Aq
c) Berechnung der Induktivitat

Die Induktivitit L kénnen wir nach unseren Uberlegungen aus Abschnitt 2.1.2.3 mit Hilfe
der magnetischen Feldenergie ermitteln.

Wm:ffféﬁljldv:éﬂz mit  B=uH (B.46)
1%
Mit dem Ergebnis aus Aufgabenpunkt b)
1, 1 #I* (DY
W =—LI"=— — B.47
m 2 P /uO [ P ] ( )
——
Querschnitts-
fliche Aq
berechnen wir die Induktivitit zu:
2 2 2
n D n AQ
L=u— n|l—| = . B.48
Hy 7 5 ] Hoy 7 ( )

v
Querschnitts-
fliche Aq
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B.5 Losung der Ubungsaufgabe 2.5

a) Berechnung der magnetischen Feldstarke

Gegeben ist der Vektor der elektrischen Feldstarke

E(x)=Eye ™™¢,. (B.49)

z

Uber die zweite Maxwellsche Gleichung
rotE:fja)E:fja)yIjI mit  p= iy, (B.50)
soll die magnetische Feldstirke berechnet werden.

Die Rotation (siehe Anhang A) konnen wir in kartesischen Koordinaten folgendermaflen
schreiben:

rotE=

OE,
y OF, é,. (B.51)

Ox Oy

o O, (05 oh)
dy 9z | oz ox)”’

Die elektrische Feldstirke besitzt nur eine z-Komponente und ist nur von der Variablen x
abhingig. Der Ausdruck vereinfacht sich daher zu:

e R
rotE=— xzey = jkE,e ¢, =—jouH . (B.52)

Das magnetische Feld lautet damit

A=t peivg (B.53)
ou

Wir konnen nun das Ergebnis unter Verwendung von Gleichung (2.83) und Glei-
chung (2.88) umschreiben, da gilt

1 1
=21 _ und  Z, = |2 = [Fl (B.54)
k vV i \/g()gr:uOIUr ¢ &p&y

Wir erhalten:
H= —i1 /gyEOefjkxE), —_ £ Eoefjkxé'y = —&efjkxé), . (B.55)
yz \ Ly
—_— —_
1/ Z Hy

Dies entspricht dem Ergebnis in Gleichung (2.86).

b) Berechnung der durch die Fliche A = 1 m* gehenden Leistung

Die Strahlungsleitungsdichte ergibt sich durch den Poynting-Vektor
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- L1 I B
S=—ExH =—E,H,e, =——Ee... B.56
) 0 20%x ZZF 0%x ( )

Die durch eine Fliche von A = 1 m’ laufende Wirkleistung erhalten wir durch Integration des
Poynting-Vektors iiber diese Fldche.

1 2
Py=S-A=——EFE2A B.57
w 27, 0 (B.57)
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